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1.2 » Mindestgrad der Funktion bestimmen
Betrachte den oberen Rand des Pilzes und achte dabei vor allem auf Eigenschaften wie
e Hochpunkte
o Tiefpunkte
e Wendepunkte

All diese Eigenschaften geben Aufschluss dariiber, welche und wie viele Bedingungen die
Funktion erfiillen muss und welchen Grad sie dann haben muss.

Du erkennst z.B., dass der Graph der Funktion bei x ~ 1 und x ~ 6 einen Hochpunkt besitzen

muss und bei x ~ 3 einen Tiefpunkt. Dies sind drei Extrempunkte.

Die Extremstellen sind die Nullstellen der ersten Ableitung. Diese muss also mindestens Grad
3 sein, damit drei Extremstellen méglich sind. Entsprechend kannst du sagen:

Die Funktion selbst muss mindestens den Grad 4 haben.

1.2 » Mogliche Niherungsfunktion bestimmen

In der Aufgabenstellung sind dir 12 Punkte gegeben, durch die der Graph der Funktion ver-
laufen soll. Du kannst eine mogliche Funktionsgleichung also durch Regression bestimmen.

Nutze dazu dein CAS.
Offne ein neues |Lists&Spreadsheet }—Dokument 1:; . 'Dw"'“ =~ - F
und gib die Wertetabelle aus der Aufgabenstellung = ’ 0
ein. Stelle die x-Werte und die y-Werte je in einer L 0 2
Spalte dar. : L -

3 2 2
Gib den beiden Spalten einen Namen; wir haben sie : j :j

x und y genannt.

Fithre nun mit menu — 4 — 1 — 8]|eine Regres-

& X-Liste: =1 In

®
sion durch, um eine Funktion vierten Grades zu be- =] | i
stimmen. Wahle als x-Liste und y-Liste jeweils x 1 regean spscnen e [ ) |
d (= | Haufigkeitsliste: |
und y. 3 _—
N Kategorieliste: [:l |
: : : = g MitKateaorien: [ | |~
Die restlichen Einstellungen kannst du unverandert — RiRaeaonen | —t
= | oK | |Abbruch o]
lassen. i (k| [apbrucn| -
i | *Dokument < |
& E F G i
Bestdtigen mit Enter startet die Regression. Das = =QuartR
CAS liefert dir die Werte : Titel _|Regress..
2 RegEqn |a*x"4+b...
a= —0,0075, b =0,097, c = —0,3037, d =0,1297 Z g e
und e = 2,1345 4 b 0.096983
x c -0.3037..

F =;juarrP,‘:g('x, .1 ) CopyVar Stat.Reg’I 4 ‘ b |

Damit erhéltst du die Naherungsfunktion f mit
f(x) = —0,0075x* +0,097x% — 0,3037x2 + 0,1297x + 2, 1345.

» Giite der Ndherungsfunktion beschreiben

Um die Giite der Naherungsfunktion zu beschreiben, kannst du ihren Graphen zunéchst zeich-
nen und mit den 10 Punkten vergleichen und mit dem tatsdchlichen Verlauf des oberen Rand
des Pilzes vergleichen.
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Punkte kannst du im —Modus mit P——

|menu — 8 — 1 — 1] zeichnen; die eben er-

mittelte Naherungsfunktion ist unter f1(x) abgelegt.

1 1
....... 1(x)1=-0 008- x%+0.097" x

Ein Vergleich zeigt: Gerade bei den Extrempunkten
hat der Graph eine recht grofie Abweichung vom

tatsdchlichen Verlauf des Pilzes.
Zur Optimierung des Ergebnisses kann der Grad der Funktion erhoht werden; es kann z.B.

eine Funktion 5. Grades verwendet werden. So gibt es mehr Parameter im Funktionsterm und
der Graph kann sich néher an die Punkte selbst legen.

2.1 » Gesamtfliche des verarbeiteten Papiers berechnen (7P)
Lies die Aufgabenstellung nochmals genau durch:
o Der Pilz besteht aus 25 Papierlamellen, die je ein Langsschnitt des Pilzes sind.

e Wenn A der Inhalt des Langsschnitts ist, dann ist 25 - A die Fldche des verarbeiteten
Papiers.

e Berechne also den Inhalt des Langsschnitts.

Berechne ein Integral, um den Flacheninhalt zu ermitteln. Aufgrund der Achsensymmetrie zur
x-Achse der Figur kannst du dich auf den Teil oberhalb der x-Achse beschrdnken.

Definiere die Funktion pilz in deinem CAS. Ihr

Graph beschreibt den oberen Rand des Pilzes im Be- pr’!z(x):=0.00227-x5—0. 059- x4+0 504 x*
reich [0; 9]. Die Grenzen der Fliche sind also x = 0 Fertig
und x = 9. 9 209196
Den Befehl fiir Integrieren findest du unter J pilzlx) dx

0

|menu — 4 — 3] Berechne das Integral im Bereich
x=0bisx =9. |

Mit dem CAS ergibt sich A, ~ 20,92.

Der Langsschnitt hat also eine Flache von A = 2 - 20,92 = 41, 84. Fiir die Flache Ap an verwen-
detem Papier gilt dann:

Ap = 25-41,84 = 1.046.
Ein Einheit im Koordinatensystem entspricht laut Aufgabenstellung 1 cm. Also kannst du sa-
gen:

Fiir den Pilz werden 1.046 cm? Papier benotigt.
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2.2 » Plausible Argumentation entwickeln und Behauptung beweisen (8P)

Berechne zundchst den Flacheninhalt des Bogens, den Marie gekauft hat. Uberlege, was es zu
beachten gilt:

e Beim Ausschneiden der Pilzlamellen entsteht Verschnitt. Uberlege also, wie man die Fi-
guren am giinstigsten auf dem Bogen anordnen kann, um Platz zu sparen und zeige, dass
dann geniigend Papier vorhanden ist.

e Berechne, ob mit diesem Verschnitt das Papier noch gentigt.

1. Schritt: Flacheninhalt des Papierbogens berechnen

Der Papierbogen hat die MafSe 30 cm mal 45 cm. Er hat die Form eines Rechtecks. Fiir den Inhalt
Ap gilt also:

Ap =30cm - 45 cm = 1.350 cm?.

Also ist der Bogen an sich grofSer als die Fldche, die fiir einen Pilz benétigt wird.

2. Schritt: Verschnitt beriicksichtigen

Wenn Marie die Pilzformen ausschneidet, entsteht Verschnitt. Es macht also Sinn, die Figuren
so auf dem Bogen anzuordnen, dass moglichst wenig Verschnitt entsteht.

Die Lamellenfigur ist 9 cm lang, Maries Bogen ist 45 cm lang. Sie kann also 5 Spalten von La-

mellenfiguren darauf zeichnen.

Damit insgesamt 25 Lamellenfiguren auf den Bogen passen, miissen in einer Spalte wiederum
fiinf Figuren untereinanderstehen.

Links ist eine mogliche Anordnung der La-
mellenfiguren gezeigt, die moglichst platz-
sparend ist. Die fiinf Lamellenfiguren pas-
sen in eine Spalte, wenn sie insgesamt nicht
hoher als 30 cm sind.

Uberlege, wie du die Gesamthéhe der fiinf Fi-
guren berechnen kannst:

e Wenn du die y-Koordinate des Hoch-
punktes kennst, dann kennst du den
Abstand von der x-Achse zum Hoch-

— >
x-Achse punkt, also einen wichtigen Teil der Ge-
samthohe.
e Berechne also das Maximum xj; von
pilz.
e AnschliefSend kannst du auch den Ab-
stand d (s. Abbildung) berechnen.
o Fir die Gesamthohe h gilt dann: h = 6 -
ym+2-d.
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Extrempunkte berechnen Eine Extremstelle xr von pilz liegt vor, wenn gilt:
e notwendiges Kriterium pilz’(xg) =0,
e hinreichendes Kriterium: pilz”(xg) < 0.

Bestimme also zunéchst die ersten beiden Ableitungen von pilz. Wir speichern die erste Ab-
leitung als d1pilz(x) und die zweite als d2pilz(x). Den Befehl fiir ,,Ableiten” findest du dabei
unter [menu — 4 — 1] Lose dann die Gleichung pilz’(x) = 0, um potentielle Extremstellen

von pilz zu finden. Ermittle dann tiber das hinreichende Krterium deren Art. Suche zuletzt das
Maximum mit dem groiten Funktionswert im Intervall [0; 9].

tig dx” A
d Ip:!z{x): =£‘(pr’a’z(x)) e
dx solve(d?pi!z(x)=0,x)
d2 Fertig x=0 678491 or x=2 9215 or x=6 46098 or’
d‘?p”z(t):=;(p”z(x) ) d2pitz{0 678491) -1.47999
solveldzpitzld)=0.) d2piiz(2.9215) 0.703792
x=0.678491 or x=2 9215 or x=6 46098 or® d2pilz(6 46098) -0.992153

Da die Funktion pilz nur im Intervall [0; 9] betrachtet wird, kannst du die letzte Losung
vernachldssigen. Mit dem hinreichenden Kriterium erfdhrst du: pilz besitzt Maximima bei
x1 = 0,6785 und bei xp = 6,461.

Berechne die zugehorigen y-Koordinaten:

d2pilz(0.678491) -1.47999
d2pilz(2.9215) 0.703792
d2pilz(6.46098) -0.992153
pilz(0.678491) 246253
pitz(6.46098) 3.54917
| .

Damit weifst du: Der obere Teil des Langsschnitts hat die hochste Stelle bei x ~ 6,461 und ist
dort etwa 3,55 LE hoch.

Damit kennst du ypr ~ 3, 5.
Abstand d berechnen

Die Lamellenfiguren, die mit dem Hut nach rechts zeigen, sind gespiegelt. Wo bei den ,norma-
len” Lamellenfiguren der Funktionswert zu x = 9 ist, dort ist bei den gespiegelten Lamellenfi-
guren der Funktionswert x = 0, sie werden also gleichsam von rechts nach links gezeichnet.
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In der ,normalen” Lamellenfigur liegt der Abstand d an der Stelle x =~ 6,461. Bei den gespie-
gelten liegt an der Stelle

x4 =9—6,461 = 2,539

Fiir den Abstand d gilt dann also:
d=2-pilz(2,539)

Mit dem CAS ergibt sich: d =~ 2-1,619 = 3,238.

Fiir die gesamte Hohe der fiinf Lamellenfiguren gilt dann:

h=6-3,5+2-3,238
=27,476

Die fiinf Lamellenfiguren haben eine Gesamthohe von etwa 27,48 cm. Dies ist kleiner als 30 cm,

also kénnen fiinf Figuren in eine Spalte gelegt werden.

Da insgesamt 5 Spalten auf den Bogen passen, hat Marie mit ihrer Behauptung Recht.

3.1 » Parameterwert nachweisen (6P)

a ist die Stelle, an der die Graphen der beiden Funktionen stiel und hut sich treffen; hier liegt
also ein Schnittpunkt der beiden Graphen von. Zeige, dass die beiden Funkionen bei a ~ 5,5

(nahezu) denselben Funktionswert besitzen:

‘ 3 2
Mit dem CAS ergibt sich: stiel(x):=0.093 x°~0.6 x2+0 81 x+2
stiel (5,5) = 3,77788 Fertig
hut(5,5) = 3,74166 hm(x):=2' J?—x Fertig
Die beiden Werte stimmen hinreichend genau stiel(s.) Sem—n
tiberein. Damit hast du plausibel gezeigt, dass
a~5,5ist. hut(s <) 3.74166
\
3.2 » Kunststoffmasse in g berechnen (7P)

In der Aufgabenstellung ist dir die Dichte des Plastikmaterials gegeben. Berechne also das

Volumen des Pilzes und multipliziere es mit der Dichte.

Beachte dabei:
o Der Pilz entsteht, wenn die Graphen von stiel, hut und hohl um die x-Achse rotieren.
e Fiir das Volumen eines Rotationskorpers um die x-Achse gilt die Formel:
ven [(f)ax

e Du kannst zunidchst das Volumen des Pilzes berechnen, ohne den Hohlraum zu

berticksichtigen. Subtrahiere anschlieffend das Volumen des Hohlraums.

1. Schritt: Volumen ohne Beriicksichtigung des Hohlraums berechnen

Der Rotationskorper entsteht, wenn der Graph von stiel im Bereich [0; 5,5] um die x-Achse

rotiert und der Graph von hut im Bereich [5,5; 9]:
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m (s!ie!(x))z dx+m (hu{ ))2 d*
5,5 5,5 0 85

Vo=m- / (stiel (x))*dx + 7t - / (hut(x))? dx 153 291
0 0 '

Mit dem CAS ergibt sich Vo = 153,291 cm?®

2. Schritt: Volumen des Hohlraums berechnen
Der Hohlraum entsteht, wenn der Graph von hohl

um die x-Achse rotiert. Die linke Grenze des Ro-

tationskorpers ist mit x = 0 gegeben. Die rechte | =, ) _ 17 .2 +£l Fertig =
Grenze ist die Nullstelle xy von hohl. Berechne die- 1250 10
se zunichst; setze dazu h%dl (x) =0. solve(hoi(x)=0,x) x=5
Berechne dann mit 7'[/ (hohl(x))?>dx das Volu- .

d ten Rotationskd ’ =
men des erzeugten Rotationskorpers.

8 P x| (romi)? ax 280
Fiir das Volumen Vp des Rotationskorpers liefert JO
das CAS dann "o 20 1832 | |
2.60171v/5 < gl
Vh = T 280 ~ 29, 18cm®. ar- {.’mh?(s‘“z dx )
Fiir das Volumen V des Pilzes gilt schliefilich:
V = Vo — Vi = 153,291 cm? — 29,18 cm® = 124,11 cmd.
3. Schritt: Masse des Pilzes berechnen
Du weif3t: 1 cm® wiegt 1,18 g. Also gilt fiir die Masse m des Pilzes:
m=124,11-1,18g = 146,45 g
Ein Pilz wiegt etwa 146,5g.
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