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a) > Anderungsrate nach 2 Stunden berechnen (1P)

Die Anderungsrate f der Wassermenge wird laut Aufgabenstellung durch die Funktionsglei-
chung

f(x)=0,2-x%-2,1-x>+5-x

beschrieben, wobei x die Zeit in Stunden ist und f(x) die Anderung der Wassermenge in
Kubikmetern pro Stunde entspricht. Setze daher x = 2 in die Funktionsgleichung von f ein
und berechne f(2).

» Zeitabschnitte ermitteln, in denen die Wassermenge ab- bzw. zunimmt (4P)

In der Aufgabenstellung ist eine Funktion f fiir die Anderungsrate der Wassermenge im Be-
cken in Abhangigkeit der Zeit gegeben. Wenn die Wassermenge zunimmt, nimmt f folglich
positive Werte an - es gilt f(x) > 0. Nimmt die Wassermenge ab, ist die Anderungsrate nega-
tiv, es gilt f(x) < 0.

Dem angegebenen Graphen von f kannst du entnehmen, dass die Funktion f zunéchst posi-
tive Werte, anschlieflend negative und schliefslich wieder positive Werte annimmt. Bestimme
nun diese drei Zeitabschnitte:

Die Zeitintervalle sind durch die Zeitpunkte begrenzt, zu denen die Anderungsrate gerade

den Wert Null annimmt, wo also

flx)=0
gilt und zusatzlich durch die Grenzen der Definitionsmenge bei x = 0 und x = 8.

Dem Graphen kannst du entnehmen, dass es zwei solcher Punkte gibt - es sind gerade die
Schnittpunkte des Graphen von f mit der x-Achse. Du kannst diese mit dem GTR ermitteln.

2
> / f(x) dx ohne GTR berechnen (4P)
0

Die Aufgabenstellung verlangt, dass das zu berechnende Integral ohne den Einsatz des GTR
ausgefiihrt wird und dass gentigend Zwischenschritte angegeben werden, sodass die Losung
nachvollziehbar ist.

Bilde hierzu nach dem Hauptsatz der Integralrechnung eine Stammfunktion von f mit der
Faktor- und Summenregel und setze die Integrationsgrenzen in jeweils einem separatem
Schritt ein.

» Das Integral und seinen Wert im Sachzusammenhang interpretieren (2P)

Im Zusammenhang interpretiert ist das Integral {iber die Anderungsrate der Wassermenge
gerade die Wassermenge, die innerhalb eines bestimmten Zeitraums insgesamt hinzugekom-
men oder abgeflossen ist. Kommt Wasser in einem Zeitraum hinzu, ist der Wert des Integrals
positiv. FliefSt Wasser ab, ist das Ergebnis negativ. Die Grenzen des Integrals geben dabei an,
welcher Zeitraum betrachtet wird.

b)  » Mithilfe der Graphik begriinden, dass das Becken nur zu Beobachtungsbeginn leer ist (3P)

Der dargestellte Graph in der Abbildung stellt die momentane Anderungsrate f der Wasser-
menge im Becken dar. Zuvor hast du bestimmt, dass die Menge am Anfang zunimmt, dann
abnimmt und dann wieder zunimmt bis zum Ende der Beobachtung. Zudem ist in der Auf-
gabenstellung angegeben, dass das Becken zu Beginn leer ist.
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Betrachte die Situation:

Im ersten Zeitabschnitt im Intervall [0;3,65] flieft nur Wasser hinzu. Das Becken kann in

diesem Zeitraum also nicht wieder leer werden.

Im zweiten Zeitraum [3, 65; 6, 85] flieit hingegen stdndig Wasser ab. Es ist also moglich, dass
das Becken sich wieder vollig leert und zwar genau dann, wenn in diesem Zeitabschnitt min-
destens genauso viel Wasser abfliefit, wie im ersten Abschnitt zuflie3t. Vergleiche deshalb die

zu- bzw. abgeflossenen Wassermengen in den beiden Intervallen.

Die Wassermengen, die in den jeweiligen Intervallen insgesamt hinzukommen oder abflie-
Ben, lassen sich mithilfe des Integrals der Funktion f fiir die Anderungsrate iiber diese In-
tervalle bestimmen. Diese Integrale kdnnen als die orientierten Flicheninhalte unter dem
Funktionsgraphen von f interpretiert werden. Wir kénnen also die beiden Flacheninhalte
abschidtzen und vergleichen, anstatt die Integrale zu berechnen.

Um die Fldchen abzuschétzen, kannst du dich an den eingezeichneten Késtchen orientieren.
Zidhle ab, wie viele Késtchen etwa in jede der beiden eingeschlossenen Fldchen hineinpassen.

» Den ersten Zeitpunkt bestimmen, zu dem das Becken genau halb voll ist (5P)

Die in der Aufgabenstellung angegebene Funktion f beschreibt die momentane
Anderungsrate der Wassermenge im Becken. Demnach ist das unbestimmte Integral
von f diejenige Funktion, die die im Becken vorhandene Wassermenge V in Abhédngigkeit
der Zeit beschreibt:

ot
V() = /O Fx)dx+C

Zudem weiit du, dass das Becken am Anfang leer ist. Daher ist V(0) = 0. Da das Integral im
Funktionsterm von V fiir x = 0 Null wird, muss auch C den Wert Null annehmen, damit die
Aussage stimmt. Daraus folgt:

V() = /Otf(x) dx

Nun soll der Zeitpunkt x bestimmt werden, zu dem das Becken erstmals halb voll ist. Da-
bei sind die Mafie des Beckens in der Aufgabenstellung angegeben. Berechne also im ersten
Schritt das Volumen des Beckens und schliefSe daraus anschliefSend, wie viel Wasser im Be-
cken sein muss, damit dieses halb voll ist.

» Die maximale Wassermenge im Becken im Beobachtungszeitraum bestimmen (4P)

Zuvor hast du die Funktion V bestimmt, die angibt, wie viel Wasser sich im Becken zu einem
bestimmten Zeitpunkt x befindet. Finde also das globale Maximum der Funktion V im Inter-
vall [0; 8], um die maximale Wassermenge zu ermitteln, die sich im Beobachtungszeitraum im
Becken befindet.

Betrachte dazu
e die lokalen Maxima

e die Randwerte bei x = 0und x = 8
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C) » Zeigen, dass h bei x = 2 stetig und differenzierbar ist (5P)

Eine Funktion ist an einer Stelle stetig und differenzierbar, wenn sie dort einen eindeutigen
Funktionswert und eine eindeutige Steigung hat. Das heifst, der Graph der Funktion darf an

dieser Stelle keinen Sprung und keinen Knick haben.

Bei einer abschnittsweise definierten Funktion ist dies besonders an den Ubergangsstellen (6P)
zwischen den Abschnitten interessant. In unserem Fall ist dies bei x = 2. Wenn / an dieser

Stelle stetig und differenzierbar ist, dann muss gelten:
L f(2) =35(2)
2 f1(2) = g'(2)

» Wassermenge und Hohe des Wasserstandes nach 8 Stunden ermitteln

Mit h ist eine neue Funktion fiir die Anderung der Wassermenge im Becken gegeben. Willst
du nun die Wassermenge im Becken nach 8 Stunden berechnen, musst du beachten, dass es
sich bei & um eine abschnittsweise definierte Funktion handelt:

Im Intervall [0;2) verhélt sich die Wassermenge im Becken nach der Vorschrift von f und im
Intervall [2,8] nach der Vorschrift von g. Da diese Funktion die Anderungsrate beschreiben,
musst du, um auf den Bestand zu schliefien, das Integral anwenden. Du kannst also, um die

insgesamt im Becken vorhandene Wassermenge zu erhalten,
e zunichst f im Intervall von x = 0 bis x = 2 integrieren und dann
e das Integral von g von x = 2 bis x = 8 hinzu addieren.

Dann erhalten wir zunéchst die ins leere Becken zugeflossene Menge Wasser in den ersten
beiden Stunden und addieren zu diesem Wert dann die Menge Wasser, die in den darauf
folgenden 6 Stunden hinzukommt.

Das Wasser im Becken nimmt ebenso die Form eines Quaders an.
Die Grundflédche dieses Quaders ist dabei gleich der Grundfldche

des Beckens, die Lange betrdgt 3 m und die Breite 2 m. Die Hohe ‘Z
des Quaders z ist die gesuchte Hohe des Wasserstandes. Fiir das 2m
gesamte Volumen des Wassers nach 8 Stunden gilt damit: 3m

V=(3-2z)m?

Das Volumen des Wassers nach 8 Stunden hast du zuvor bestimmt. Du kannst diesen Wert in
die Gleichung einsetzen und nach z auflosen.

d) » Tangentengleichung fiir k = 2,1 ohne GTR ermitteln (4P)

Gesucht ist die Funktionsgleichung der Tangente t; an den Graphen von f,; im Punkt
Py1 (5] f21(5)). Dukannst die Tangentengleichung auf zwei Arten bestimmen: Entweder mit-
hilfe der allgemeinen Tangentengleichung (Losungsweg A) oder unter Verwendung einer all-

gemeinen Geradengleichung (Lésungsweg B).
»» Losungsweg A: Tangentengleichung

Die allgemeine Tangentengleichung fiir eine Tangente an den Graphen von f;; in einem
Punkt P (xg | f21(x0)) lautet:

tHx) = f31(x0)(x — x0) + f2,1(x0)
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X ist in unserem Fall gleich 5.

»» Losungsweg B: Geradengleichung

Allgemein hat die Tangente die Form einer Geraden, das heifst:
thr(x) =m-x+c

Eine Tangente beriihrt den Graphen der Funktion in einem Punkt, in unserem Fall P ;.

Beriihren impliziert dabei zweierlei:

o Die Tangente hat bei x = 5 den gleichen Funktionswert wie f, ;.

e Die Tangente hat bei x = 5 die gleiche Steigung wie die Kurve von f; 1
Es gelten also die Bedingungen:

* £21(5) = t21(5)

o f31(5) =13,(5)

Mithilfe dieser Bedingungen kannst du nun die Parameter m und c der Tangentengleichung

bestimmen.
» Untersuchen, ob sich alle Tangenten #; in einem gemeinsamen Punkt schneiden (6P)

Wenn sich alle Tangenten t; in einem Punkt S schneiden, dann schneiden sich bereits zwei
Tangenten mit beliebigen k > 0 in diesem Punkt. Wir kénnen also den Schnittpunkt zwei-
er beliebiger Tangenten berechnen und anschlieffend priifen, ob der Schnittpunkt fiir alle f;

tibereinstimmt.
Gehe wie folgt vor:

e Wihle zwei k, etwa k = 1 und k = 2,1 und berechne den Schnittpunkt S der zu-

gehorigen Tangenten.

e Priife durch Einsetzen in #(x), ob der Schnittpunkt unabhéngig vom Parameter k fiir

alle t; der gleiche ist.
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